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ریاضی رشته  دوازدهم ریاضیات گسستهدوپینگ فوری |   

فصل اول  

اثبات به روش برهان خلف  

های درست  ها و استدلال کنیم که حکم نادرست باشد و سپس با استفاده از قوانین منطق گزاره نوعی اثبات غیرمستقیم است که در آن فرض می  برهان خلف

شود که فرضِ نادرست بودن حکم، باطل است  رسیم و در نهایت معلوم میای متضاد با فرض مسئله میو مبتنی بر فرض، به یک نتیجه غیرممکن و یا نتیجه

  گردد.و درستی حکم ثابت می 

مثال: 
گنگ است.   −گویا باشد ثابت کنید   +دو عدد گنگ باشند ولی   و  اگر   

 گویا باشد.  −کنیم  فرض خلف: فرض می 
دانیم جمع دو عدد گویا عددی گویا است پس:  می

( ) ( )+ + −  →  → 2

)عددی گنگ است که با نتیجه فوق  دانیم که  مسئله می از طرفی طبق فرض ) شود.در تناقض است.لذا فرض خلف باطل و حکم اثبات می

هااثبات با در نظر گرفتن همه حالت 

گاهی برای اثبات یک گزاره لازم است که همه موارد ممکن در مورد مسئله را در نظر بگیریم.

مثال:  

n ،nثابت کنید برای هر عدد طبیعی   n− +2 5 عددی فرد است.  7
دو حالت ممکن است رخ دهد:  

 زوج باشد:  nالف(  

n k n n ( k) ( k) ( k k ) q= → − + = − + = − + + = +2 2 22 5 7 2 5 2 7 2 2 5 3 1 2 1
 فرد باشد:  nب(  

n k n n ( k ) ( k ) k k ( k k ) q= − → − + = − − − + = − + = − + + = +2 2 2 22 1 5 7 2 1 5 2 1 7 4 14 13 2 2 7 6 1 2 1
 که در هر دو حالت، حاصل یک عدد فرد است. 

اثبات به روش بازگشتی  

رسیم. در استفاده از این روش برای ساده کردن  کنیم و با فرض درستی حکم، به یک رابطه بدیهی یا فرض مسئله میدر این روش از حکم مسئله شروع می

 کنیم. های دو شرطی استفاده می حکم مسئله از گزاره 
Aگزاره دو شرطی   توجه: B های  ، زمانی درست است که گزارهA   وB  ارزش باشند.  هم 

مثال: 

aبه روش بازگشتی ثابت کنید اگر    0  گاه آنa
a

+ 
1

 است.   2

aهمواره برقرار است   a a a a (a )
a

+   +   − +   −  →2 2 21
2 1 2 2 1 0 1 0

مثال: 
ها است.  تر یا مساوی نصف مجموع مربعات آن ضرب هر دو عدد حقیقی، کوچک به روش بازگشتی ثابت کنید حاصل  

xهمواره درست   y
xy xy x y x y xy (x y)

+
   +  + −   −  →

2 2
2 2 2 2 22 2 0 0

2

مثال: 

xثابت کنید:  xو  yو  zبرای هر سه عدد حقیقی   y z xy yz xz+ +  + +2 2 2

x y z xy yz xz x y z xy yz xz

(x y xy) (y z yz) (x z xz)

+ +  + +  + +  + +

 + − + + − + + − 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 0

x)همواره درست   y) (y z) (x z) − + − + −  →2 2 2 0

1- 



 

2 

ریاضی رشته  دوازدهم ریاضیات گسستهدوپینگ فوری |   

پذیریبخش 

bوجود داشته باشد به طوری که:    qپذیر گوییم هرگاه عدد صحیحی مانند بخش  aرا بر عدد صحیح و مخالف صفر    bعدد صحیح  aq=

ن:  کرد های رابطه عاد ویژگی

n

        

b         

n n

n m n m

a | b

a | b a | b

a | b

a | b a | mb

a | b a | b ; (n )

a | b b | c a | c

a | b a | c a | b c a | b a | c a | mb nc

a | b a b a | b b | a a b

a | b a | b ; (n )

a | b c | d ac | bd

a | b a | b ; (n, m )





−


• → −

− −

• →

• → 

•  →

•  →  ⎯⎯⎯⎯→  → 

• ⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯⎯→  → = 

• → 

•  →

• ⎯⎯⎯→ 







0

مثال: 

|باشد به طوری که   در   kاگر عددی مانند   k +5 4 |، ثابت کنید  1 k k+ +225 16 28 6.

| k | k k

| k k

| k | k

+



+ ⎯⎯⎯→ + +

⎯⎯⎯⎯→ + +

+ ⎯⎯⎯→ +

2 2

2
5

5 4 1 25 16 8 1
25 16 28 6

5 4 1 25 20 5

·H¼U

¸Ã oŠ

SwHnSµw

¸Ã oŠ

2- 

نکته: 
  شود. جز یک و خودش نداشته باشد عدد اول نامیده می تر از یک که هیچ شمارنده مثبتی به هر عدد طبیعی و بزرگ 

 p , , , , ,= 2 3 5 7 : مجموعه اعداد اول11
   اگرp   عددی اول وa  عددی طبیعی بوده وa | p  :داریم ،a = aیا  1 p=

مثال: 
aاگر    | k +9 aو  7 | k +7 aباشد ثابت کنید   aو  6 = aیا  1 = 5.

aa | k a | k
a |

a | k a | k a

−



=+ ⎯⎯⎯⎯→ +


⎯⎯⎯⎯→ → 
+ ⎯⎯⎯⎯→ + =

7

9

19 7 63 49
5

7 6 63 54 5

SwHn›oŠ

SwHnSµwSwHn›oŠ

IÄ

3- 

تعمیم

نتیجه

a | bیعنی 

.است bشمارنده عددaعدد

.را می شماردb، عدد aعدد 

b  برaبخش پذیر است.

b مضربaاست.

a مقسوم علیه ،bاست.
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ریاضی رشته  دوازدهم ریاضیات گسستهدوپینگ فوری |   

علیه مشترک )ب. م. م( ترین مقسومبزرگ  

(a,b)نویسیم  هر دو با هم صفر نیستند( و می bو  aنامیم )می bو aم دو عدد صحیحمرا ب d( عدد طبیعی 1 d=  :هرگاه دو شرط زیر برقرار باشند ،
d | a , d | b

m ; m | a , m | b m d

•

•   → 0

a( اگر  2 | b  :داریم ،(a,b) a= 

pو   aعددی اول باشد و    p( اگر  3 | a  :داریم ،(p,a) =1 

p هر دو اول باشند و  qو    p( اگر  ۴ q    :باشد، داریم(p,q) =1

 ( هر دو عدد صحیح و متوالی نسبت به هم اول هستند. ببینید: ۵

d | m
(m,m ) d d | d

d | m

−
+ = → ⎯⎯⎯⎯→ → =

+
1 1 1

1 SwHnSµw

( دو عدد صحیح و فرد متوالی نسبت به هم اول هستند. ببینید:  ۶

d | n
( n , n ) d d | d d

d | n

−−
− + = → ⎯⎯⎯⎯→ → = =

+

2 1
2 1 2 1 2 1 2

2 1 SwHnSµw

IÄ

nاز طرفی چون   +2 n)یا   1 −2 |تواند یک عدد فرد را بشمارد  ( عددی فرد است و یک عدد زوج نمی 1 n +2 2 dبنابراین   1 = غیرقابل قبول است.  2

مثال:  

m عددی صحیح است حاصل( m, m )32 را بیابید:6

m | m ( m, m ) m→ =3 32 6 2 6 2

ترین مضرب مشترک )ک. م. م(کوچک  

a]نویسیم  نامیم و میمی  bو    aم دو عدد صحیح و ناصفر  مرا ک  c( عدد طبیعی 1 ,b] c= :هرگاه دو شرط زیر برقرار باشند ، 
a | c , b | c

m ; a | m , b | m c m

•

•   → 0

a( اگر  2 | b   :داریم[a ,b] b=

مثال:  
m)حاصل موارد زیر را به دست آورید:   ) 

([m ,m],m )• 2 5

mچون  | m2 :داریم ،

[m , m] m m= =2 2 2

m)حال باید حاصل   ,m )2 mدانیم که  را به دست بیاوریم. می 5 | m2 پس:  5

(m , m ) m m= =2 5 2 2

[m , (m , m )]• 7 2 3

mچون  | m2 ، در نتیجه: 3

(m , m ) m m= =2 3 2 2

m]حال باید حاصل   , m ]7 mدانیم که  را بیابیم. می  2 | m2  پس:  7

[m ,m ] m=7 2 7



 

4 

ریاضی رشته  دوازدهم ریاضیات گسستهدوپینگ فوری |   

قضیه تقسیم  

 شوند به طوری که:یافت می rو   qعددی طبیعی باشد در این صورت اعدادی صحیح و منحصر به فرد مانند   bعددی صحیح و  aاگر  
a bq r ; r b= +  0

مثال:  
)مانده تقسیم عدد باشد در این صورت باقی  ۳برابر  ۴بر  aمانده تقسیم عدد  اگر باقی  a )+2  را به دست آورید:  ۸بر   3

a q a q a q

a (q ) q r

 +
= + ⎯⎯→ = + ⎯⎯→ + = +

→ + = + + = + → = =

2 34 3 2 8 6 2 3 8 9

2 3 8 1 1 8 1 1½kº I¶Â¤IM

مثال:  
 پذیر است. بخش  nمانده تقسیم نیز همواره بر پذیر باشند، ثابت کنید باقیبخش  nعلیه، هر دو بر عدد صحیح  اگر در تقسیم، مقسوم و مقسوم 

a bq r ; r b a bq r= +   → − =0

 علیه است لذا طبق اطلاعات سؤال: مقسوم  b، مقسوم و aدانیم که  می

( )
q

n | a
n | a

n | a bq n | r
n | b n | bq n | bq

−



 

→ ⎯⎯⎯→ − → 
⎯⎯⎯⎯→ 

 SwHnSµw

به کمک قضیه تقسیم افراز مجموعه   

در رابطه    rمانده تقسیم یعنی  ، با توجه به اینکه باقیbعددی صحیح و دلخواه باشد با تقسیم آن بر عدد طبیعی  aدانیم که اگر  با توجه به قضیه تقسیم می

r b 0می برایصدق دارد.bدقیقاrًبرحسبaکند، وجود حالت

، داریم:۴بر عدد طبیعی    a  مثلاً در تقسیم

a q

a q
a q r , r

a q

a q

=


= +
= + = → 

= +


= +

4

4 1
4 0 1 2 3

4 2

4 3

IÄ IÄ IÄ

pاگر   :۱توجه   pگاه به یکی از دو صورت  عددی اول باشد آن   3 k= +6 pیا  1 k= +6 شود.نوشته می  5

a، به یکی از دو صورت aهر عدد صحیح و فرد مانند    :۲توجه  k= +4 aیا   1 k= +4  شود. نوشته می  3

)مربع هر عدد فرد به صورت    :۳توجه  t )+8  شود. نوشته می  1

مثال:  
pثابت کنید اگر    pگاه به یکی از دو صورت  عددی اول باشد آن  5 k= +4 pیا  1 k= +4  شود. نوشته می  3

p k , p k , p k , p k= = + = + = +4 4 1 4 2 4 3

pدر حالت   k= pو    4 k ( k )= + = +4 2 2 2 1  ،p    عددی زوج است که با اول بودن آن تناقض دارد. بنابراین اعداد اول به فرمp k= +4 pیا    3 k= +4 1 
 خواهند بود. 

مثال:  

bعددی صحیح و فرد باشد که   aاگر   | a + a)مانده تقسیم عدد  ، باقی2 b )+ +2 2 به دست آورید.   ۸را بر  3
a است بنابراین است و چون a+2عددی فرد bعددی فرد | a + طرفی میb، بنابراین 2 از خواهد بود. فرد به صورتنیز عددی فرد دانیم که مربع هر عدد

( t )+8 است پس:1

a b ( t ) ( t ) (t t ) t r  + + = + + + + = + + = + → =2 2 3 8 1 8 1 3 8 5 8 5 5

مثال: 
 پذیر است. بخش  ۳بر  a+4یا  a+2یا  aعددی صحیح و دلخواه باشد ثابت کنید همواره یکی از اعداد صحیح   aاگر   

a k

a k a k a (k ) k

a k a k a (k ) k

+

+

=

= + ⎯⎯→ + = + → + = + =

= + ⎯⎯→ + = + → + = + =

2

4

3

3 1 2 3 3 2 3 1 3

3 2 4 3 6 4 3 2 3

r 
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ریاضی رشته  دوازدهم ریاضیات گسستهدوپینگ فوری |   

رابطه هم نهشتی 

m، اگرbو  aو هر دو عدد صحیح مانند  mبرای هر عدد طبیعی مانند  | a b− ، گوییم » میa   به پیمانهm باbنویسیم  نهشت است« و می هم
m

a b  که این
 تعریف به زبان ریاضی عبارت است از: 

m

a,b , a b m | a b , (m )    − 

گوییم و با نماد  می  mبه پیمانه   rنهشتیباشد را کلاس یا دسته هم میrبرابر با mها بر عدد طبیعی مانده تقسیم آن مجموعه همه اعداد صحیحی که باقی توجه:

m[r]دهیم. نمایش می

 m[r] x | x mk r,k=  = + 

نهشتی:  های رابطه هم ویژگی

( )

( )

( )

m m

m m

m m
n n

m

m
m

m
m

m m m

m m

m m m
(c,m) d            (c,m)

m

d

a b a c b c ; c

a b ac bc ; c

a b a b ; (n )

ac bd

a b
a c b d

c d
a c b d

a b , b c a c

a b a mt b mk ; t , k

ac bc a b ac bc a b

a

= =

•  →    

•  →  

•  →  




 
 

• → +  + 
 

 
−  −




•   → 

•  →    

•  ⎯⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯⎯→ 

• 









1

m n
n|m

m n d
(m,n) d

b a b

a b , b c a c
=

⎯⎯⎯→ 

•   ⎯⎯⎯⎯→ 

باشد در این صورت داریم،   rبرابر   mبر   aمانده تقسیم  اگر باقی توجه:
m

a r  :به عبارت دیگر 

( )
m

a mq r a r ; q= +   

مانده باشند، داریم:  باقی، هم mدر تقسیم بر عدد طبیعی bو  a  هرگاه دو عدد توجه:
m

a b

مثال: 

kمانده تقسیم عدد  باقی ( )= +727 بیابید: ۱۳را بر  19

( ) ( ) (A)

( ) (B)

=  + →  ⎯⎯⎯⎯→  =

=  + → 

13 13
7 7

7

13

27 13 2 1 27 1 27 1 1

19 13 1 6 19 6

¸Ã oŠ

·H¼U¾M

 کنیم: را جمع می  Bو  Aطرفین روابط  

k

( ) k r+  + →  → =


13 13
727 19 6 1 7 7

 نتیجه 
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مثال:  

Aمانده تقسیم عدد  باقی ( )=  +251000 9 بیابید: ۷را بر  11

( ) ( ) ( )

( ) ( ) r
 +

=  + →  − → − ⎯⎯⎯⎯→  − = −

⎯⎯⎯→  − ⎯⎯⎯→  +  → =

7 7 7 7
25 25

25

7 7
25 25

9 11

1000 142 7 6 1000 6 1 1000 1 1000 1 1

1000 9 9 1000 9 11 2 2

¸Ã oŠ

·H¼U¾M

¸Ã oŠ ¸Ã oŠ

۴- 

نکته: 
nرقمی  nعدد   n n nA a a a a a a a− − −= 1 2 3 2 1 را در نظر بگیرید:   0

توان به صورت مقابل بسط داد: ( این عدد را می ۱
n

nA a a a a= + + + +2
0 1 210 10 10

 برابر است.  ۹یا  ۳بر  مجموع ارقام آن عددمانده تقسیم با باقی  ۹یا  ۳مانده تقسیم این عدد بر ( باقی ۲

n nA a a a a a− + + + + + 
9 9

1 2 1 0
مانده عدد به دست  کنیم و باقی، از سمت راست عدد، ارقام را به صورت یک در میان با هم جمع و تفریق می ۱۱مانده تقسیم این عدد بر ( برای به دست آوردن باقی ۳

آوریم.به دست می  ۱۱آمده را بر 

n
nA a a a a ( ) a − + − + + − 

11 11

0 1 2 3 1
، برابر است.  ۵یا  ۲یا   ۱۰بر  رقم سمت راست آن عددمانده تقسیم با باقی ۵یا   ۲یا  ۱۰مانده تقسیم این عدد بر ( باقی ۴

A a

A a

A a

 

 

 







10 10
0

2 2
0

5 5

0

مثال: 
Aمانده تقسیم عدد  باقی   بیابید:  ۹را بر عدد  13700405=

r + + + + + + +   → =
9 9 9

13700405 1 3 7 0 0 4 0 5 20 2 2
را بیابید:  ۱۱مانده تقسیم عدد فوق بر باقی

r − + − + − + −  → =
11 11

13700405 5 0 4 0 0 7 3 1 4 4
 را بیابید:   ۲مانده تقسیم عدد فوق بر باقی

r +  → =

2 2
13700405 13700400 5 1 1

nI¹¨ nHqM

مثال:  
!مانده تقسیم عدد  باقی ! ! !+ + + +1 2 3 به دست آورید.   ۱۰را بر  500

! , ! , !

!

!

!

!

  = 

= 

= 

= 





10 10 10

10

10

10

10

1 1 2 2 3 6 6

4 24 4

5 120 0

6 720 0

500 0
 شود بنابراین: به بعد رقم یکان اعداد برابر صفر می  5!بینید از  طور که می همان

! ! ! ! ....... r+ + + +  + + + + +   → =
10 10 10

1 2 3 500 1 2 6 4 0 0 13 3 3
۵- 
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توجه:  
 را به دست بیاوریم.   ۱۰مانده تقسیم آن عدد بر اگر در سؤالی درباره رقم یکان یک عدد پرسیدند کافی است که باقی  

مثال: 

)رقم یکان عدد   )+112 را به دست آورید. 7

 +
= →  ⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯→ +  

10 10 10 10
10 10 11 11

2 7
2 1024 2 4 2 8 2 7 15 5¸Ã oŠ ¸Ã oŠ

نهشتی هممعادله  

به فرم    xنهشتی به همراه مجهولی مانند  یک رابطه هم
m

ax b  از حل معادله همنهشتی میرا یک معادله هم نهشتی پیدا کردن همه  گوییم و منظور 

xهایی چون  جواب  0
 کنند.است که در این معادله صدق می 

نهشتی  معادله هم   قضیه:
m

ax bاگر تنها و اگر است جواب (a,m)دارای | b

نهشتی  در معادله هم  نتیجه قضیه:
m

ax bاگر ،(a,m) است.1= جواب دارای همواره معادله باشد،

توجه:  
را حذف   xنهشتی ضریب  های همهای عمومی معادله ابتدا باید به کمک ویژگی عددی غیر از یک باشد برای رسیدن به جواب  xنهشتی ضریب  اگر در معادله هم 

 کنیم. 

مثال:  

xآیا معادله   
6

4 است؟ دلیل بیاورید.13 دارای جواب
|خیر. زیرا  , ( , ) =2 13 4 6 2 

مثال: 

xنهشتی  معادله هم  
7

3 را حل کرده و جواب عمومی آن را به دست آورید. 13

( , )x
x x x k

=




→  ⎯⎯⎯⎯→  → = +




7
7 73 7 1

7

3 13
3 6 2 7 2

13 6
۶- 

معادله سیاله  

axبه معادله   by c ; (a,b,c )+ =  یعنی  گوییم هرگاه جواب معادله سیاله درجه اول )خطی( می( های این معادلهx  وy .در اعداد صحیح باشند )

axشرط لازم و کافی برای اینکه معادله سیاله    توجه: by c+ (a,b)جواب داشته باشد این است که:   = | c 

مثال: 
xآیا معادله سیاله   y+ =4 6 جواب صحیح دارد؟ دلیل بیاورید.   9

|خیر. زیرا   , ( , ) =2 9 4 6 2
7- 

نهشتی حل معادله سیاله با تبدیل آن به معادله هم  

  کنیم. نهشتی میابتدا معادله سیاله را به یکی از دو صورت زیر تبدیل به معادله هم
b

a

ax c
ax by c

by c


 

+ = → 




  آوریم. نهشتی موردنظر را حل کرده و جواب به دست آمده را در معادله سیاله قرار داده و با حل آن جواب دیگر را به دست می سپس معادله هم
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مثال:  
xمعادله سیاله   y+ =5 2 های عمومی آن را بیابید.  را حل کنید و جواب  18

( , )
x y y y y k

=
+ = →  ⎯⎯⎯⎯→   → = +

5 5 52 5 15 2 18 2 18 9 4 5 4

yحال  k= +5 دهیم: قرار می yرا در معادله سیاله به جای   4
x ( k ) x k x k

x ( k ) x k

+ + = → + + = → = − +

→ = − + → = − +

5 2 5 4 18 5 10 8 18 5 10 10

5 5 2 2 2 2

مثال: 
 کیلویی وزن کرد؟  ۵و  ۳های کیلویی را با وزنه  ۲۳توان یک کیسه  به چند طریق می 

x

y

=


=

,x)اعدادی صحیح و نامنفی هستند  yو xدهند بنابراین ها را نشان می تعداد وزنه  yو  xفقط دقت کنید که چون   y W) 
xهای صحیح و نامنفی معادله سیاله  لذا باید تعداد جواب  y+ =3 5  را پیدا کنیم.  23

( , )

x y x x ( ) x

x x k
=

+ = →  →   + → 

⎯⎯⎯⎯→  → = +

5 5 5

53 5 1

3 5 23 3 23 3 5 4 3 3 3

1 5 1
xحال  k= +5  دهیم: را در معادله سیاله قرار می  1

( k ) y k y y k y k+ + = → + + = → = − + → = − +3 5 1 5 23 15 3 5 23 5 15 20 3 4

باید صحیح و نامنفی باشند، پس:  xو  yدانیم که  می

(k )

x k k
k

k
y k k




 → +  →  − = 

⎯⎯⎯⎯→ 
=  → − +  → 





1
0 5 1 0 05

4 1
0 3 4 0

3

¥HoT{H

بنابراین دو روش برای انجام این کار وجود دارد.  

کیلویی(  ۵وزنه  ۴کیلویی و   ۳)یک وزنه 
x

k
y

=
= → →

=

1
0

4

کیلویی(   ۵کیلویی و یک وزنه  ۳وزنه  ۶)
x

k
y

=
= → →

=

6
1

1

کیلویی  3های تعداد وزنه  

کیلویی  ۵های تعداد وزنه
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دومفصل  

های مهم:نکته 
: 1نکته 

  گوییم. می  دارگراف جهت های آن جهت تعیین شده باشد به گرافی که برای یال
 های گراف  تعداد رأسG  مرتبه گرافرا  G گوییم و آن را با  میp(G)   یاV(G)  دهیم.نشان می

  های گراف  تعداد یالG   ندازه گرافارا  G گوییم و آن را با  میq(G) یاE(G)  دهیم. نشان می
  هایی که به رأس به تعداد یالv در گرافG   درجۀ رأسمتصل هستند  v   گوییم و آن را باdeg(v)  یاd(v)  دهیم.  نشان می
   گوییم. باشد آن را رأس زوج می  رأس زوجو اگر درجه یک  رأس فرداگر درجه یک رأس فرد باشد آن را
  ،)گوییم. )یا رأس ایزوله( می  رأس تنهابه رأسی که درجه آن صفر باشد )هیچ یالی به آن متصل نباشد
  )گوییم.  می گراف تهیگرافی را که تمام رئوس آن رأس تنها باشند )هیچ یالی نداشته باشد
  های آن با هم مساوی و برابر عدد  گرافی که درجه تمام رأسK  ،گراف  باشدK−گوییم. می  منتظم

 گراف فرد ـ منتظم از مرتبه فرد وجود ندارد.  توجه:
   شود.  گفته می طوقه به یالی که یک رأس را به خود آن رأس وصل کند

   دو رأسu  وv  گوییم اگر توسط یالی به هم وصل شده باشند.  می  دو رأس همسایه یا مجاوررا
 هایی از گراف  به مجموعه رأسG  که به رأسv ،همسایگی باز رأسمتصل هستند  v گوییم و آن را با  میGN (v) دهیم. حال اگر خود رأس  نشان میv   را نیز

GNگفته و آن را با   vهمسایگی بسته رأس آید که به آن ای به دست می به این مجموعه اضافه کنیم مجموعه  [v]  دهیم. نشان می
  ها به آن متصل باشند. گوییم هرگاه رأسی وجود داشته باشد که هر دوی آن   مجاوردو یال را 
 ترین عدد در بین درجات رئوس گراف  بزرگG  نامیم و آن را با  می   ماکزیمم درجه گرافرا(G)  دهیم. نشان می
  ترین عدد در بین درجات رئوس گراف  کوچکG  نامیم و آن را با  می   مینیمم درجه گرافرا(G) دهیم.  نشان می
  از گراف   زیرگرافیکGای از مجموعه رئوس گراف  گرافی است که مجموعه رئوس آن زیرمجموعهG های ای از مجموعه یال های آن زیرمجموعهو مجموعه یال

 باشد.  Gگراف  

گراف ساده گرافی است که

.طوقه ندارد

.یال جهت دار ندارد

.بین هر دو رأس آن حداکثر یک یال وجود داشته باشد

Gمکمل گراف 

G نشان می دهیم.  cG یا  آن را با

G است. G همان مجموعه رئوس گراف   مجموعه رئوس مکمل گراف  

G یالی وجود نداشته باشد در این صورت بین همان دو رأس در گراف   اگر بین دو رأس دلخواه از گراف  
( مکمل، یک یال وجود دارد )و بالعکس  

G G
d (v) d (v) p+ = −1 از آن باشد داریم: یک رأس v و p از مرتبه گراف یک G اگر

p(p )
q(G) q(G)

−
+ =

1
2

q باشد، داریم:  p و اندازه   G یک گراف از مرتبه    اگر 
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   گرافG نامیم.  نامیم هرگاه بین هر دو رأس آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد در غیر این صورت آن را ناهمبند می را همبند می

و  qو اندازه   pیک گراف با مرتبه   Gاگر   :۲نکته  pV v ,v ,..., v= 1 2
گاه:مجموعه رئوس آن باشند، آن  

p

i
i

deg v q

=

=
1

2

 های فرد هر گراف، عددی زوج است. تعداد رأس :۳نکته 
گاه:  باشد، آن  qو اندازه   pیک گراف ساده با مرتبه   Gاگر   :۴نکته 

p(p )
q

−
 

1
0

2
، داریم: qو اندازه   pمنتظم از مرتبه  −kدر یک گراف    :۵نکته 

pk q= 2

گراف کامل

گوییم.به گرافی که هر رأس آن با تمام رئوس دیگر مجاور باشد، گراف کامل می   

منتظم است.  (p )− −1 p رأسی و  pk یک گراف  pk نمایش می دهیم و میتوان گفت که   p رأسی را با    گراف کامل 

p
p(p )

q(k )
−

=
1

2
p رأسی برابر است با:   تعداد یال های یک گراف کامل  

 مکمل یک گراف کامل، یک گراف تهی است و بالعکس. 

مسیر

G است که از  ، دنباله ای از رئوس دو به دو متمایز در   G v در  u به   G باشند یک مسیر از  v دو رأس از گراف   u و   اگر 
G مجاور هم باشند.  v ختم می شود بهطوری که هر دو رأس متوالی این دنباله در   u شروع و به 

های موجود در آن مسیر های موجود در آن مسیر = یکی کمتر از تعداد رأس طول یک مسیر = تعداد یال  

v به خودش است. ، یک مسیر با طول صفر از رأس   v  دنباله متشکل از تنها یک رأسِ  

nP نمایش می دهیم. ببین:   n رأسی تشکیل شده باشد با    گرافی را که تنها از یک مسیر  

دور

، از رئوس دوبهدو متمایز که در آن هر رأس با رأس بعدی مجاور است را یک دور به nv v v v v ; (n )1 2 3 1 3 دنباله  
n مینامیم.   طول 

nC نمایش می دهیم. بب ین:  n رأسی تشکیل شده باشد را با   گرافی که تنها از یک دور  
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مثال: 
های  با مجموعه رأس Gگراف   V a,b,c,d,e, f ,g= های و مجموعه یال E ab,bc,cd,ed,ae,cf ,ef=  :را در نظر بگیرید 

الف( نمودار گراف را رسم کنید:  

را مشخص کنید:  Gب( مرتبه و اندازه گراف  
p(G)

q(G)

=


=

7

7

 پ( مجموع درجات رئوس این گراف برابر چند است؟ 

i
i

deg v q ( )

=

= = =
7

1
2 2 7 14

cو  eمجاورند؟   fبا رأس  Gهای گراف  ت( کدام رأس 

را مشخص کنید.   (G)و  (G)ث(  
(G)

(G)

 =

 =

3

0

baبنویسید.  dبه   bاز    ۵ج( یک مسیر به طول  ef cd

fمشخص کنید.   ۴چ( یک دور به طول  cd ef

را رسم کنید.   Gهـ( مکمل گراف  
 ترین درجه مربوط به رأس  بزرگg  است.  ۶و برابر 

GNخ(   [b]   .را مشخص کنید  GN [b] a,b,c=

 مسیری وجود ندارد.  aبه   gهمبند است؟ خیر ـ چرا؟ چون مثلاً از   Gد( آیا گراف  
 ذ( با ذکر دلیل مشخص کنید که گراف مکمل چند یال دارد؟ 

q(G)p(p ) ( )
q(G) q(G) q(G) q(G)

=−
+ = ⎯⎯⎯⎯→ + = → = − =

71 7 6
7 21 7 14

2 2

مثال: 
 رأسی چند یال دارد؟   ۸یک گراف کامل  

p(p ) ( )
q(k )

−
= = =8

1 8 7
28

2 2

مثال:  
 را مشخص کنید.  Gاست. مرتبه گراف    ۱۲برابر با  Gدر گراف   vاست و درجه رأس    ۹برابر  v، درجه رأس  Gدر گراف  

G

G

G G

deg (v)

deg (v)

deg (v) deg (v) p p p

=


=

+ = − → + = − → =

9

12

1 9 12 1 22

مثال: 
های این گراف را به دست آورید.  یال است. تعداد رأس ۱۰دارای  pkگراف کامل  

q
p

pp(p ) p(p )
q(k ) p(p ) p

= − −
= ⎯⎯⎯→ = → − = ⎯⎯⎯→ =

10 01 1
10 1 20 5

2 2
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مثال: 
های گراف است. مرتبه گراف را به دست آورید.  برابر تعداد رأس   ۲واحد کمتر از  ۳ـ منتظم است و اندازه آن G ،۳گراف  

q p= −2 3

k
pk q p q q p

=
= ⎯⎯⎯→ = → =

3 3
2 3 2

2
 : از طرفی  

p
p p p→ = − → = → =

3
2 3 3 6

2 2

مثال: 
ـ منتظم رسم کنید به طوری که:  kرأسیِ غیرتهیِ   ۵یک گراف  

 بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد.  kالف(  

کمترین مقدار ممکن را داشته باشد. kب(  

 توجه کنید که گراف فرد ـ منتظم از مرتبه فرد وجود ندارد. 




